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Isospin und Paritit in der nichtlinearen Spinortheorie

Von H.-P. Dirr

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 327—345 [1961] ; eingegangen am 3. Oktober 1960)

The isospin transformation properties and the space reflection symmetry in a nonlinear field theory
of elementary particles, as proposed by Heisensere and coworkers, are studied. In section I it is shown

/

that the nonlinear equation ¥, 32 ¥ T2y, w (@ ysy,w)=0 for a 4-component spinor opera-

)
tor v is equivalent to the equation —io, 30 * T Pory(y o, )=0 for a 4-component Weyt-

v
isospinor operator y . In this WevL representation of the theory the PauLi-Girsey transformations
and the Touscrek transformation can be replaced by the conventional forms of the isospin rotations
and the gauge transformation of the first kind, respectively. In section II an attempt is made to intro-
duce parity in a rigorous manner using the invariance of the equation under /-Inversion / — —[. Some
important aspects of symmetry operations which involve transformations of parameters, are discussed.
By virtue of the parity symmetry a Dirac notation may be introduced, and the nonlinear equation
then corresponds to a Touscuek invariant equation of the Dirac type with nonlinear vector- and axial-
vector terms of equal strength. The existence of particles with finite mass suggests a degeneracy of
the ground state “world” with respect to parity. In section III and IV the Tamm—Dancorr-method is
applied for an estimate of the masses of nucleons and bosons with spin and isospin zero or one, using
the simpler WeyL representation with and without consideration of the parity symmetry, respectively.

I. Darstellung mit Weyl-Isospinoren Die Gleichungen sind ferner invariant unter den
sogen. PauLi—-Girsev-Transformationen® und der
Touscuek-Transformation 4, die erstmalig im Zu-
sammenhang mit der masselosen Dirac-Gleichung
studiert wurden

Einer nichtlinearen Spinortheorie der Elementar-
teilchen, iiber die in einer friiheren Arbeit! berich-
tet wurde, war folgende nichtlineare Differential-
gleichung fiir den vierkomponentigen Spinoropera-

tor v (z) zugrunde gelegt worden () >ay(@)+by;C pl(x) \

il =yl 4 s +]Bf=1 (3)
7 S p(@ LBy (@) [P@) rsrap@]=0 T T FR VIR Crs
” (1a)

und eine entsprechende Gleichung fiir den adjungier-
ten Feldoperator

Pa) > P) ein. (4)

Girsey 3 hat gezeigt, dall diese Transformationen
dquivalent sind zu Drehungen in einem dreidimen-
sionalen Raum bzw. zu einer Eichtransformation
1. Art. Er hat deshalb vorgeschlagen, diese Trans-
formation mit der Isospintransformation bzw. der
Baryoneneichtransformation zu identifizieren.

) >e'ny(a),

~ 2 @ P EEF@ 157 [P 7570w (@)] 0.
z

’ (1b)
Es wurde festgestellt?, da diese Gleichungen in-
variant sind unter den Transformationen der vollen
Lorentz-Gruppe, d.h. den eigentlichen Lorentz-
Transformationen und den Raum- und Zeitspiege-
lungen. Die Raumspiegelung wurde hierbei, wie all-
gemein iiblich, durch die Transformation

w(r, )=y, (—1.12) (2)

Es soll gezeigt werden, daf} es, wenigstens in die-
sem Zusammenhang hier, nicht eigentlich natur-
gemal ist, den Isospin auf eine solch ungewéhnliche
Weise einzufiithren. Jedenfalls ware es eine Téau-
schung anzunehmen, dal wir durch diesen Kunst-
griff bei der Einfithrung des Isotopenspins das ge-

charakterisiert. Die Invarianz gegeniiber dieser
Transformation ermoglicht im allgemeinen die Defi-
nition einer Paritat.

1 H.-P. Dirr, W. Heisenserg, H. Mrrter, S. ScHrieper u. K.
Yamazakr, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959], im folgenden
als (I) bezeichnet.

2 W. Hersessere u. W. Pauvrr, On the Isospin Group in the
Theory of Elementary Particles. Preprint 1958.

wohnte Opfer vermieden hitten, die Komponenten-
zahl des Feldoperators zu verdoppeln. Auf den er-
sten Blick scheint es, als ob wir dieser Verdopplung

3 W. Pauri, Nuovo Cim. 6, 204 [1957]. — F. Girsey, Nuovo
Cim. 7, 411 [1958].
4 B. F. Touscrex, Nuovo Cim. 5, 1281 [1957].
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entgangen wiren. Betrachten wir aber die Paritats-
operation (2) genauer, so stellt man fest — was
lange bekannt ist —, daBl diese Transformation
nicht mit den PauLi—Gursey-Transformationen und
der Touscuek-Transformation vertauschbar ist. Sy-
steme also, die durch einen bestimmten Isospin und
eine bestimmte Baryonenzahl ausgezeichnet sind,
lassen sich nicht mehr gleichzeitig durch eine so de-
finierte Paritét charakterisieren. Dies heifit aber ein-
fach, wie schon frither bemerkt wurde:

Die auf die iibliche Weise definierte Paritdtsope-
ration (2) an den Spinoren ist in unserem Fall nicht
identisch mit der Operation, die ein gegebenes Sy-
stem in sein gespiegeltes Ebenbild ohne Anderung
irgendwelcher anderen Eigenschaften (wie hier z. B.
der Baryonenzahl u. &.) tberfihrt. In (I) haben wir
schon erwéahnt, daB man — wenn die Operatoren
nur als Funktionen von Ort und Zeit aufgefalit wer-
den — keine andere Operation angeben kann, die
diese reine Raumspiegelung vollzieht und zur Defi-
nition einer verniinftigen Paritat verwendet werden
kann, und die gleichzeitig die Feldgleichungen streng
invariant 1a6t. Wir haben jedoch in (I) versucht,
plausibel zu machen, da} unter gewissen Umstanden
eine ,,Paritit 2. Art“ definiert werden kann, die
zwar nicht mehr streng erhalten bleibt, aber im
Prinzip zur Beschreibung des physikalischen Sach-
verhaltes geniigen konnte. Wir werden weiter unten
darauf zurtiickkommen.

In Abschnitt IT dieser Arbeit soll gezeigt werden,
daf} z. B. durch Ausniitzung der Abhingigkeit der
Feldoperatoren vom Kopplungsparameter [ doch
eine Paritatsoperation, die von den frither betrach-
teten etwas verschieden ist, wieder in aller Strenge
eingefiihrt werden kann.

Lassen wir jedoch diese Moglichkeiten vorlaufig
aus dem Spiel und sehen vom Isospin ab, so stellen
wir fest, dal die nichtlineare Differentialgleichung
(1) effektiv nur unter den Transformationen der
eigentlichen LorenTz-Gruppe (oder besser: der vol-
len Lorentz-Gruppe ohne eigentliche Raumspiege-
lung, aber mit PC) invariant ist. Man weifl nun?,
dal} fiir diese eingeschrinkte Gruppe schon zwei-
dimensionale irreduzible Darstellungen existieren;
d. h. schon zweikomponentige komplexe Spinorfunk-
tionen, die wir WeyL-Spinoren nennen wollen, span-
nen den irreduziblen Darstellungsraum auf.

5 Zum Beispiel: B. L. vax per Waernen, Die gruppentheore-
tische Methode in der Quantenmechanik, Springer-Verlag,
Berlin 1932, S. 78 ff.
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Unsere vierkomponentigen Spinorfunktionen y(z)
gehoren also zu einer Darstellung, die reduzibel ist
beziiglich der eigentlichen Lorentz-Gruppe. Die Dar-
stellung wird aber irreduzibel, wenn wir nun auBer-
dem die PauLi—Gijrsey-Gruppe (Isospingruppe) be-
trachten. Unsere vierkomponentigen Feldfunktionen
sind also WEyL-Isospinoren, d.h. gewissermaflen
zweikomponentige Spinorfunktionen, deren Kompo-
nentenzahl bei der Einfiihrung des Isospins in der
iiblichen Weise verdoppelt wurde.

Daf} wir es bei den Feldfunktionen ¥ im wesent-
lichen mit WEeyL-Isospinoren zu tun haben, wurde
schon in (I) betont. In der bisherigen Schreibweise
wird jedoch dieser Sachverhalt auf doppelte Weise
verdunkelt:

1. Die erwartete ibliche Isospintransformation
w—>exp(i®-T) y tritt hier in der ungewohnten
Form der PauLi—Girsey-Transformationen auf.

2. Die y in der Differentialgleichung (1) legen
den Gedanken nahe, dall wir es mit den y-Matrizen
der Dirac-Gleichung zu tun haben.

Unsere y haben jedoch nur die algebraischen
Eigenschaften mit den Dirac-y gemein. Die y der
Dirac-Gleichung stehen in Beziehung zu der vier-
dimensionalen irreduziblen Darstellung der vollen
LorenTz-Gruppe. Diese Darstellung besteht im we-
sentlichen aus der direkten Summe zweier zwei-
dimensionaler Darstellungen der eigentlichen Lo-
RENTZ-Gruppe, die durch die Spiegelungsgruppe mit-
einander verkoppelt werden. Wir schreiben deshalb fiir
die Dirac-y oft das direkte Produkt y ~ 0 X 6, wobei
nun der o-Raum (z.B. y,=0;xI) mit der Raum-
spiegelung zusammenhangt.

Die y hier gehoren dagegen, wie wir gesehen ha-
ben, zu der vierdimensionalen irreduziblen Darstel-
lung der eigentlichen Lorextz-Gruppe mal Isospin-
gruppe, d. h. im wesentlichen zu einer Darstellung
im Spin-Isospinraum y ~7 x o. Das wird jedoch in
dieser Schreibweise nicht deutlich. Wir wollen des-
halb die Differentialgleichungen (1) umschreiben.
An Stelle der v (z) und y*(x) fiihren wir die neuen

vierkomponentigen Feldoperatoren y(x) (R ‘(pc(( )))
x
und z*(x) ein, wobei

RyC(z) =31 +y5) vC=C 1y (y* L)T

die Linkskomponenten des zu vy hermitesch konju-
gierten Operators enthilt. Eine Darstellung durch
2(x) und x*(z) ist der durch v (z) und y*(z) voll-
kommen &quivalent.
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Fir die y und x* gelten nun, wie man leicht nach-
rechnen kann, die Differentialgleichungen

. 2] ~
¥ Ggﬁ IQG a-x'“ Zﬂ,o :t l_ Ggﬁ Iga xﬂ,a
: [l;,% Opys Iu/l x&,).] =0 s
+1 %Z;,e Oap Ieuilzx;,g 08 Lo (5)
: [X;,x O u,yé I:d lé,/‘.] =0.

Diese Gleichungen lassen sich formal als EvLersche
Gleichungen aus einer Lacrance-Dichtefunktion

8 Tow.unt B 3 o\
L=?[’~ “‘I(’a’xﬂf)_(’az:l)" ’l] (6)
l2 * *
F oy Mo Iyl ouly]

ableiten. Hierbei haben wir die iibliche Darstellung
gewihlt: 6.= (/,6) mit ¢ die HermrtEschen Pavri-
matrizen und / die Einheit im Spinraum, o= g*” o,
=(—Lc),d. h. gll=g2=g33—= _ g0~ 11, Sum-
miert wird jetzt, im Gegensatz zu (I), von O bis 3,

d. h. z. B.

ua_s‘ya__a - 0
D ILe ik A %

u=0

Die eigentlichen LorenTz-Transformationen

| 3
x(z) —>exp{alw[4 o" 0" + 5&;“ (7)

. " aﬁ
expfor 2} 2000

WO Quw= —ayu,a* zehn reelle willkiirliche Para-
meter bedeuten, lassen die Differentialgleichung in-
variant, wie man leicht einsieht, wenn man beachtet,
daBl (x* 0“ ) sich wie ein kovarianter Vierervektor
transformiert.

Die / in der Differentialgleichung bedeuten Ein-

heitsmatrizen, in dem durch die Aufspaltung (}f;pc>

definierten Raum. Dieser Raum ist nun mit dem
Isospinraum zu identifizieren, denn die PAuLi-Gir-
sEy-Transformationen (3) haben in diesem Raum
wieder die tibliche Form

g —exp(id-T) y, 2=y exp(—ix-7), (8)

wenn man die PauvLi-Matrizen in diesem Raum mit 7
bezeichnet. Die Touscuek-Transformation (4) lautet
jetzt:

r—>exp(ia) x, x*—>x"exp(—ia). 9)

6 E.J. Scuremp, Phys. Rev. 99, 1603 [1955]. — F. Girsey,
Nuovo Cim. 3, 988 [1956].
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Die Invarianz der Differentialgleichung gegeniiber
diesen Transformationen ist evident.

Diese Darstellung ist offensichtlich eng verwandt
mit einer von Scuremp und Girsey ® verwendeten
Darstellung. Bei diesen Autoren sind die Feldopera-
toren in Quarternionenform durch 22 Matrizen
gegeben, und zwar im wesentlichen in unserer
Schreibweise durch (R, RywC) = (::). Die Lo-
RENTZ-Transformationen wirken bei ihnen von links
auf diese Matrizen, die Isospintransformationen aber
von rechts. Da fiir die praktische Rechnung die An-
wendung von Operationen von zwei Seiten auf die
Feldfunktion nicht sehr praktisch oder zumindest un-
gewohnt ist, hat sich diese Darstellung nicht gegen
die Pavrische Darstellung durchgesetzt, die nur die
gewohnte Anwendung von Dirac-Matrizen erfordert,
trotz der dafiir relativ komplizierten Darstellung der
Isospintransformation. Die hier gewihlte Darstel-
lung schreibt statt der ScureMp—GiiRsEY-2 X 2-Matri-
zen den Feldoperator in der gewohnten Spaltendar-
stellung und vereinigt so die Vorziige des nur von
links Multiplizierens mit der Einfachheit der Dar-
stellung der Isospintransformation. Die Paritatsope-
ration (2) entpuppt sich jetzt, wenn wir speziell fiir
C~! die Darstellung y,7, wihlen, als die Trans-
formation

2T, 0)—>(—it) (106y) *T(—1.1). (10)

Sie entspricht, wie schon frither bemerkt, einer Art
PC-Transformation (genauer gesagt einer PG-Trans-
formation 7). Man konnte vielleicht vermuten, daf3
es noch andere nichtlineare Ausdriicke gibt, die eben-
falls LorenTz- und isoinvariant sind, so neben dem

Ausdruck in (6)

(Z;,g 0% Los 2p,0) (l;,x Oy Lua 25,1) (11)
auch die Formen
e P T X ) W O Tatnd .  (12)
(X0 %8 Too X8,0) (X Opniys Tiea X5,1) (13)
und auch
Tz Ol s T Mion b 0,7 g (14)
o O X80 Lo Ky OuwedoaTaas (15)
Yoo O8a Kots Voo Wos Pt Y003 B = (16)

Es 1aBt sich jedoch durch Fierz-Transformationen
fiir antikommutierende y leicht feststellen, daf} die

” Die G-Transformation wird hier in der Terminologie von
T.D. Lee u. C.N. Yane, Nuovo Cim. 3, 749 [1956] ge-
braucht.
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Ausdriicke (12) und (14) identisch verschwinden
und somit die Ausdriicke (11) und (13) und (15)
und (16) je einander gleich sind. Da sich auf dhn-
liche Weise auch nachweisen lafit, dal Ausdruck
(15) mit (11) identisch ist, so kommen wir zum
Schluf}, dal} tatsachlich (11) der einzige nichtver-
schwindende nichtlineare Ausdruck ist, den man
allerdings nach Belieben auch wie (13), (15) oder
(16) schreiben kann. Verwendet man insbesondere

die Schreibweise (13)

("ot g) (£*outig) = (" 0“7, ) (X" out_ 2)
+ (l* 0" 1 %) (%" ou T3 7) (17)

mit 7+ =7, Ti7,, so erkennt man, daBl das nicht-
lineare Glied der Differentialgleichung im wesent-
lichen mit dem iiblichen Ansatz einer (V' — 4)-Kopp-
lung bei den schwachen Wechselwirkungen iiberein-
stimmt, worauf schon in (I) hingewiesen wurde.
Wegen der einfacheren rechnerischen Behandlung
werden wir kiinftig jedoch immer die Darstellung
(11) des nichtlinearen Gliedes wahlen und werden
dann auch, sofern keine Gefahr fiir ein MiBBverstand-
nis besteht, die Einheitsmatrix im Isospinraum in
der Schreibweise unterdriicken, also die Differential-
gleichung (5) kurz schreiben

3

xu

rEBo y(x*ouy) =0.

. i ol a
L az‘l; Z* gt + 2 Z* o*(x*0.y)=0 (18)

Die Vakuum-Zweipunktfunktionen der y miissen
aus Invarianzgriinden die allgemeine Form haben

(0] 20 (2) 252 (2] 0) = i [o0) &

oo o
 [dtpetrtes) TP ;.

(19)

G" pu ist hierbei bis auf einen Faktor
det(0" pu) = —pup“= —p°
die zu ¢" p. reziproke Matrix, d. h.

(5 pu) (@ ps) = det(o” p.) .

% B. L. van per Waerpex %, S. 83. Es entspricht hier
p .
,
0,0k, und g,—> o2f .

9 Diese Symmetrie ist analog, aber nicht identisch, der Sym-
metrie zwischen ¢ (z) und (;‘;(1) in der Bezeichnungsweise

von (I). Genauer gesagt entspricht unser jetziges ¢ (—1, t)
in der friiheren Bezeichnungsweise dem

» . 9/3
752“*7/ "y, @(—1,1),

H.-P. DURR

Ist 0, = (1,0) , so ist® .= (I, —0). Die speziellen
Vakuumerwartungswerte lassen sich aus (19) wie-
der auf die uibliche Art durch geeignete Wahl des
Integrationsweges in der komplexen p°%Ebene ge-
winnen. Existieren asymptotisch irgendwelche stabi-
len Teilchen der Masse #, so mufl in der Massen-
funktion eine d-Funktion fiir { =22 auftreten.

Stabile Teilchen, die im Prinzip aus einer solchen
Theorie resultieren konnen, miissen entweder, im
Falle verschwindender Ruhmasse, der Neutrinoglei-
chung gentigen
3
Qau
oder, im Falle von endlicher Masse, einer Spinor-
Krein—Gorpon-Gleichung

0* R
(az“ a.‘[.ll - %2) (p = 0 Oder (P' —*—%2) (P =7 0 . (21)

ot =0 oder o.p“p=0 (20)

Die Einteilchenfunktionen ¢(z) sind hierbei vier-
komponentige WEyL-Isospinfunktionen, die durch
geeignete Grenzbedingungen (Asymptotenbedingun-
gen) aus den Einteilchenmatrixelementen (0| z(x)| 1)
des Feldoperators y(z) entstehen.

Die Differentialgleichungen 2. Ordnung (21) fir
Teilchen endlicher Masse besitzen noch eine weitere
Symmetrie, namlich eine Symmetrie zwischen ¢ (1, t)

und f";”" p(—1,0)=@(—1,t) (s. Anm.?). Dies
sehen wir am einfachsten durch eine Zerlegung der

KLEIN—GorpoN-Gleichung in das gekoppelte Glei-
chungssystem

oup@(r.1) == @(1,1)

bzw. Gup“@(—1,t) =x@(—1,1),
Gup (1, t) =2 p(1,t) (22)
bzw. Gup“@(—1,t) =xp(—1,1).

Eine Symmetrieoperation, die ¢ (1,¢) und ¢(—1,¢)
miteinander vertauscht, lafit das Gleichungspaar und
somit die KrLein—Gorpon-Gleichung invariant. Dies
erlaubt nun die Definition einer Paritdt und bietet
ferner die Moglichkeit, die KLen—-Gorpon-Gleichung
fiir die vierkomponentigen ¢-Funktionen in eine

also im wesentlichen dem entsprechend der Vorschrift
Paritdat 2. Art*“ transformierten @ (I, t). Das noch zusitz-
lich auftretende y; bewirkt gerade, daB} diese ,Paritat
3. Art“ nun genau der konventionellen Definition ent-
spricht, die den Komponenten eines Isomultipletts, also
z.B. dem Proton und Neutron und den drei zz-Mesonen,
je die gleiche Eigenparitdt zuordnet. Die Paritat 2. Art
lieferte fiir Proton und Neutron die entgegengesetzte
Eigenparitat.
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Dirac-Gleichung fiir die achtkomponentigen Spinor-

funktionen @ (1,t) = (tf(r’ Z)) umzuwandeln.
@(r, 1)

oupt 0 (@) _, (0 1 (w
(0 6!!!’")(&) u(l 0) <;7) \Z)
oder (il p+x) =0, (24)
wenn wir
=7 olu 0 . O 1
T4F;¢—l(0 6;,) und T4_(1 0) (25)

setzen. Der achtkomponentige Spinor P verhalt sich
nun wie der bekannte, konventionelle Dirac-Iso-
spinor. Die I, sind die iiblichen Dirac-Matrizen,
die wir hier jedoch mit groflen Buchstaben bezeich-
nen, um eine Verwechslung mit den y der Gl. (1) zu
vermeiden. Der Dirac-0-Raum (z. B. in dieser Dar-
stellung I'y =0, x I, I'y=05 x I usw.), der erst die
Darstellung der vollen Lorentz-Gruppe ermoglicht,

2

ist hier also mit dem Raum ~> zu identifizieren.

Bestiinde auch fiir unsere nichtlineare Differential-
gleichung (18) eine Symmetrie dhnlicher Art, so
lieBe sich in der Tat wieder eine physikalisch brauch-
bare Paritat beziiglich einer Raumspiegelung defi-
nieren, und diese wiare dann auch bei allen Wechsel-
wirkungen streng erhalten. Bei Spinorfeldern mit
Wechselwirkung miissen wir beachten, daf} der Feld-
operator x(1,t) Matrixelemente liefert, die sich
durch eine relative Eigenparitit unterscheiden kon-
nen. Zum Beispiel kann x(1,¢) von einem Vakuum-
zustand zu einem Nukleonzustand iiberfiihren, je-
doch auch vom Vakuumzustand zu einem Zustand,
in dem sich ein Nukleon und ein 7z-Meson, das eine
negative Eigenparitat hat, in einem relativen S-Zu-
stand befinden. Schreiben wir

1(r,e) =g, (x,8) +2-(1,2),

wobei nun y, (1,t) per definitionem nur nichtver-
schwindende Matrixelemente zwischen Zustinden
der gleichen Eigenparitat und y_(1,¢) nur Matrix-
zwischen Zustdnden entgegengesetzter
Eigenparitdt haben soll, so kénnten wir z. B. eine
Spiegelung zu definieren suchen durch

elemente

5, p

V=
: [X+(_r’t) "Z—(_rst)]'

Up(r,0) Uy t=%(-1,8) = (26)

Dieser Spiegelungsoperator U, hitte jedenfalls die
Eigenschaft U,* =1 und stimmt im Falle der freien
Teilchen mit Masse } — p? = x, fiir die y_ (1,2) =0
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und G, p*/V — p® = 6. p*/» wird, mit der weiter oben
diskutierten Definition an den Einteilchenmatrixele-
menten iiberein. Der Operator U, wire jedoch da-
durch noch nicht eindeutig festgelegt, da wir
1/V — p? auf verschiedene Weisen analytisch in die
raumartigen und negativ zeitartigen Bereiche des Im-
pulses p fortsetzen konnen. Auch wird 5. p*/V — p®
auf dem Lichtkegel im Impulsraum unbestimmt
(Ruhmasse 0) und miifite dort noch irgendwie fest-
gelegt werden (z. B. daf} es dort Null sein soll, oder
dhnliches). Der Operator &.p“/V —p? hat nur im
Impulsraum einen unmittelbaren Sinn. Es 1aft sich
jedoch auch eine Darstellung im Ortsraum angeben.
Wie leicht einzusehen ist, entspricht er dort einem
Integraloperator

T = o, [oule—a fla—2)16) .
(27)
Bei der speziellen Festsetzung
L —lim .
V=p* oo [(potie)2—p:
erhilt man z. B. (mit der Abkiirzung s=¢>—12)
6

f(=s) = Sﬁ@(t—r) + Glieder, die nur auf dem
Lichtkegel auftreten und noch von den speziellen
Festsetzungen iiber das Verhalten von &, p*/V — p?
bei p? =0 abhingen !°. Es 148t sich allerdings nicht
einsehen, wie die Differentialgleichung (18) gegen-
iiber einer solchen nichtlokalen Transformation
z(r,t) =5 (—=1,1), wo x(—1,t) etwa nach obiger
Vorschrift konstruiert wird, invariant sein kann.
Daher ist auch die Existenz des Operators U, im
HiLgerr-Raum zweifelhaft. In einer Naherung je-
doch, in der wir uns nur fiir die parititserhaltenden
Wechselwirkungen interessieren (vgl. I, S. 457 ff.)
— wir konnen einstweilen noch nicht entscheiden,
wie weit diese Naherung reicht —, sollte es erlaubt
sein, die nichtlineare Gleichung in y ndherungsweise
durch eine andere zu ersetzen, in der wir in (1, t)
und %(r, ¢) symmetrisiert haben. Diese Symmetrisie-
rung kann am besten durch die Einfithrung eines
achtkomponentigen Spinors

X (z) = (W) ) (28)

% (2)
formuliert werden, der nun der konventionellen Dar-
stellung eines Dirac-Isospinfeldoperators entspricht.

10 @ (z) ist die bekannte Stufenfunktion

+1 fiir z>0,
@(Z):{ 0 fir z<0.
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Fiir die Differentialgleichung erhalten wir eine Dirac-
artige Gleichung, wenn wir, wie oben, den durch

(;%) gekennzeichneten Raum sinngemidfl mit dem

Dirac-0-Raum identifizieren
Iw ,aau, X+P2[a, T I* X(XT'y T X) (29)
+a I'" X(XT',X)] =0

und eine entsprechende Gleichung fiir den adjungier-
ten Feldoperator X=X*I",. Da die Komponenten
des Feldoperators, y(z) und % (z), jedoch nicht von-
einander unabhingig sind, mufl X (z) noch einer
Nebenbedingung geniigen, welche etwa die Form hat
I'yI'yf*(X, X) =TI, g(X, X) . Diese Nebenbedin-
gung schrankt nun die zuldssigen Transformationen
an X ein. So stellen wir z. B. fest, dal die TouscHEK-
Transformation mit dem Dirac-I'; (dies war die ur-
spriingliche Auffassung der Touscuek-Transforma-
tion)

X—>eieln X, X Xeiels

(30)

die Differentialgleichung (29) wohl invariant lafit,
mit der Nebenbedingung jedoch nicht vertrédglich
und so auf die Theorie nicht anwendbar ist. Dies
filhrt dazu, daB hier auch einfache, nichtentartete
Losungen mit endlicher Masse zu erwarten sind, im
Gegensatz zu irgendeiner [im Sinne (30)] TouscHEk-
invarianten Theorie, z. B. der Art (29), die keine
Nebenbedingung an den Operator X stellt 1.

Nach der Symmetrisierung erhalten wir im allge-
meinen Fall also ein Gemisch aus einer Vektor- und
Axialvektorkopplung, deren Kopplungsverhiltnis
noch davon abhingt, auf welche genaue Art und
Weise die Symmetrie zwischen 7 (1,¢) und ¥ ( — 1, )
zustande kommt. Dies 146t sich nicht allgemein ent-
scheiden.

Die Mittelung zwischen x(1,¢) und % (—1,¢) ent-
spricht in (I) im wesentlichen der Mittelung tber
w(x) und ¥ (z) und der Einfiihrung des 2-Raums.
Die in (I, 82) angegebene symmetrisierte Wellen-
gleichung war jedoch nicht die allgemeinste, sondern
sie entspricht hier dem Sonderfall a,=0 und a; =3
(s. Anm. 12). Wir konnen leicht feststellen, dal in

11 Zum Beispiel liee sich die Behauptung, die Masse des
Elektrons konne nicht rein elektromagnetischer Natur sein,
da sowohl die masselose Dirac-Gleichung als auch die vek-
torielle elektromagnetische Wechselwirkung gegeniiber der
Touscuex-Transformation invariant sind, schon nicht mehr
aufrechterhalten, wenn Nebenbedingungen @hnlicher Art
existieren.
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(I) auch ein nichtlineares Glied
vs7uZs P (P ys7u 2y ¥),

und in (I, 89) ein
7, (p,—3% k,) iy,(p,+3%k,)
OW — .y, i@—¥k) | i7,(p,+E k)
allen Anforderungen geniigt. Diese Ausdriicke fiih-
ren zu den Vektorkopplungsgliedern (a,+0).

Der in (I) behandelte Sonderfall a, =0 zeichnet
sich vor den anderen Moglichkeiten a, + 0 allerdings
dadurch aus, daf} die Differentialgleichung invariant
wird unter einer neuen PauLi—Gursev-Tranforma-
tion, namlich der Form

X—>aX+b(it,) C1XT

e 2y |bf=1
X-—*a*X-Fb*ATTC(ir?) [a| +| I

(31)
(mit C~! der Ladungskonjugationsmatrix im Raume
der Dirac-I"). Diese neue Rotationsgruppe fiihrt zu
einer gewissen Symmetrie zwischen Teilchen und
Antiteilchen, auf Grund derer, wie wir im Abschnitt
IV sehen werden, z. B. das Deuteron (Nukleon—
Nukleon-System) sich wie ein sz-Meson (Nukleon —
Antinukleon-System) verhélt. Der Sonderfall a, =0
ist also physikalisch nicht zuldssig und soll im fol-
genden nur diskutiert werden, um die Verbindung
mit (I) herzustellen.

Die Vakuum-Zweipunktfunktionen fiir die acht-
komponentigen Operatorfunktionen X lassen sich
— analog wie in (I) — in einer Naherung, bei
der wir uns auf den Beitrag des Pols zur Nukleonen-
masse beschridnken, durch Anwendung des Opera-
tors 6. p“/V —p? aus den Vakuum-Zweipunktfunk-
tionen (19) des vierkomponentigen Feldoperators x
gewinnen. Nach Abzug der - und ¢’-Funktionen
auf dem Lichtkegel (Regularisierung durch einen
Dipolgeist) erhilt man die Form

’ 3 4 ip(z—z')'
<0|Xa,x(x) Xﬂ,l(x )]0> - 2m)4 /d pie

I“u, af Ru 74 i3 6aﬂ

o — Ix). 5
(P2 (P*+#%) (P (PP+#7)

(32)

aus der sich die speziellen Vakuumfunktionen wie-
der durch geeignete Wahl des Integrationsweges in

12 Dafl dem in (I) behandelten Fall ;=% , und nicht a;=1
entspricht, riihrt daher, daB wir hier X = ( )’7) dort jedoch

L (y
Ve 5

V2 (w)
dort nicht in der Differentialgleichung vor dem nichtlinea-
ren Glied auf, erscheint dafiir aber in der Vertauschungs-
funktion, im Gegensatz zum jetzigen Fall.

definiert haben. Dadurch tritt der Faktor %
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der komplexen p%-Ebene ergeben. Die Funktion (32)
entspricht genau der Vakuum-Zweipunktfunktion
eines freien Dirac-Teilchens mit Isospin %, Masse »
und Geisterdipolregularisierung, wie sie in den frii-
heren HeisenBercschen Arbeiten ! (dort allerdings
ohne Isospin) verwendet wurde. Sie stimmt im we-
sentlichen mit der in (I, 91) angegebenen Vakuum-
funktion iiberein 4.

II. [-Inversion und Paritit

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Operation
der Raumspiegelung eingefiihrt, welche die richtigen
Vertauschungseigenschaften mit den anderen Sym-
metrieoperationen besitzt, die jedoch die Differen-
tialgleichung nicht mehr, oder nur ndherungsweise
invariant laft. Die Differentialgleichung ist nur ge-
geniiber einer PC-Transformation streng invariant.
Es erhebt sich nun selbstverstandlich die Frage, in-
wieweit eine solche unvollkommene Raumspiege-
lungsinvarianz zur Beschreibung der Elementarteil-
chen wirklich ausreicht, deren starke und elektro-
magnetische Wechselwirkungen, wie wir wissen, die
Paritdt streng erhalten. Die Untersuchungen einer
Reihe von Autoren 15 haben gezeigt, dall bei Yukawa-
Kopplung der @-Mesonen und Photonen an die Nu-
kleonen, vermoge der Isospininvarianz bzw. der
Eichinvarianz dieser Wechselwirkungen, die PC-In-
varianz ausreicht, um auch die Paritdtsinvarianz die-
ser Wechselwirkungen zu gewihrleisten. Fiir die K-
Mesonen lassen sich jedoch wohl nicht die gleichen
oder ahnliche Argumente verwerten. Die Theorie
wiirde in obiger Form also dann nicht in Wider-
spruch zur Erfahrung geraten, wenn folgende Vor-
aussetzungen erfiillt wiirden:

1. Die Theorie 148t 7z-Mesonen und Photonen als
Losungen zu;

2. Die Ankopplung der 7-Mesonen und Photonen
an die Nukleonen laBit sich in sehr guter Naherung
durch eine Feldtheorie mit Yukawa-Kopplung ap-
proximieren;

3. Die starken Wechselwirkungen lassen sich in

13 W. Heisexserg, Z. Naturforschg. 9a, 292 [1954]. — W.
Heisexsere, F. Korter u. H. Mrrter, Z. Naturforschg. 10 a,
425 [1955]. — W. Heisensere, Rev. Mod. Phys. 29, 269
[1957].

14 Ein kleiner Unterschied besteht insofern, als wegen der in
der Anm. !2 errterten nichtiquivalenten Definition von X
und ¥ der Faktor # nicht mehr auftritt. Die jetzige Defi-
nition erscheint uns zweckmafiger, da sie auf die konven-
tionelle Form der Vertauschungsrelation fiihrt. In der Gl.
(91) in (I) hat sich dazu ein Druckfehler eingeschlichen:
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sehr guter Niherung als Wechselwirkungen durch
7t-Mesonen beschreiben.

Die Voraussetzungen 2. und 3. sind wohl nicht
streng erfiillt, denn die Wechselwirkung bei sehr
kleinen Abstinden (core) wird wegen der Eigen-
struktur des 7z-Mesons bzw. des Photons nicht rein
Yukawa-artig sein. Dazu miissen bei kleinen Abstin-
den auch die K-Mesonen mitberiicksichtigt werden.
Bei Wechselwirkungen mit dem ,,core“ wiirden also
Abweichungen von der Parititserhaltung zu erwar-
ten sein. Die hohe Genauigkeit einerseits, mit der
die Erfahrung die Erhaltung der Paritit bei starken
und elektromagnetischen Wechselwirkungen besta-
tigt, und andererseits die letzten Experimente iiber
die K-Mesonen-Wechselwirkungen 16, die keine Ab-
weichung von der Spiegelungsinvarianz innerhalb
der Fehlergrenzen anzudeuten scheinen, lassen uns
daran zweifeln, ob eine solcherart eingefiihrte ap-
proximative Paritdtssymmetrie dem experimentellen
Sachverhalt gerecht werden kann 7.

Es soll hier deshalb der Versuch unternommen
werden, die Raumspiegelungsgruppe in einer etwas
anderen Form streng in die Theorie einzufiihren
und die beobachteten Abweichungen von dieser Sym-
metriegruppe bei den schwachen Wechselwirkungen
dann spater — &hnlich wie die Abweichungen der
elektromagnetischen Wechselwirkungen von der
strengen Isosymmetrie — als Folge des unsymmetri-
schen Grundzustandes ,,Welt“ zu interpretieren. Es
sei hier gleich bemerkt, daf} die Einfiihrung einer
strengen Raumspiegelungsgruppe effektiv immer
nur durch eine geeignete Verdopplung der Kompo-
nentenzahl des Feldoperators erreicht werden kann,
da es eben, wie wir gesehen haben, nur vierdimen-
sionale irreduzible Darstellungen der vollen LorenTz-
Gruppe gibt. Das Problem liegt also nicht darin,
diese effektive Verdopplung zu vermeiden, sondern
die Verdopplung derart einzufiithren, dal die Zahl
der moglichen invarianten Ausdriicke in den Feld-
operatoren nicht erhoht wird. Wir wissen z. B., da3
wir bei der iiblichen Verdoppelung zu Dirac-Spinor-
operatoren gelangen, fir die es schon fiinf ver-

Vor dem Massenglied mufl + statt — stehen. Gln. (92)
und (133) sind richtig.

5 G. Frinserg, Phys. Rev. 108, 878 [1957]. — S. N. Guera,
Can. J. Phys. 35, 1309 [1957]. — V. G. Sovovev, J. Exptl.
Theoret. Phys. USSR 33, 537, 769 [1957]. — M. Gevt-
Maxn u. A. H. Rosexrerp, Ann. Rev. Nuclear Sci. 7, 407
[1957]. — J.J. Sakurai, Phys. Rev. 113, 1679 [1959].

16 F. S. Crawrorp et al., Phys. Rev. Letters 1, 209 [1958] ; 2,
11 [1959].

17 'W. TairrinG, Nucl. Physics 14, 565 [1959/60].

-
o
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schiedene invariante Ausdriicke vierten Grades gibt
— namlich die fiinf FErm1-Wechselwirkungsglieder

(X X)?, (XT;X)?, (XT.X)(XI*X),
(XI'sTwX)(XTI'sI'*X),
(XTI X)(XTw X) —

und die damit auch die Einfiihrung von fiinf Kopp-
lungskonstanten nétig machen, im Gegensatz zu dem
einzigen invarianten Ausdruck vierten Grades vor
der Verdopplung. Die Einschriankung der Zahl der
Wechselwirkungsglieder kann nur so zustande kom-
men, daf} gewisse Beziehungen zwischen den Kom-
ponenten des verdoppelten Feldoperators gefordert
werden. Wir wollen im folgenden eine Verdopplung
studieren, welche eine solche Einschrankung auto-
matisch liefert.

Wir erinnern uns zu diesem Zweck daran, dal}
die Gleichung einen Langenparameter ! enthilt, des-
sen Zahlwert physikalisch nicht festgelegt werden
kann; daB es also — wie schon in (I, S. 448) aus-
gefiihrt wurde —, als naturgemill erscheint, die
ganze Schar der Gleichungen mit beliebigen I-Wer-
ten zu betrachten, die Operatoren daher als Funk-
tionen der fiinf Koordinaten z,, [ aufzufassen und
die Verbindung zwischen den Operatoren zu ver-
schiedenen [-Werten durch die Vertauschungsfunk-
tionen herzustellen. Wir stellen dann fest, dal} so-
wohl die nichtlineare Differentialgleichung (18) als
auch die KLein—Gorpox-Gleichung (21) den Langen-
parameter [ explizit nur in quadratischer Form ent-
halten. Beide sind deshalb gegeniiber einer' l-Inver-
sion (l— —1) invariant. Wir wollen im folgenden
versuchen, diese Invarianzeigenschaft fiir die Raum-
spiegelungssymmetrie auszunutzen. Zu diesem Zweck
studieren wir die Verhaltnisse erst an der Kiein—
Gorpox-Gleichung (21) fiir die Matrixelemente eines
freien Spinorteilchens endlicher Masse.

Beim Studium der Skalentransformation wurde
in (I) darauf hingewiesen, da} die Skalentransfor-
mation mit den raum-zeitlichen Translationen nur
dann vertauschbar ist, wenn wir den infinitesimalen

Translationsoperator als p“l= — definieren.

b
3 (z,/l)
Die invarianten Massen ergeben sich dann als Zah-
len w=x1. Die Einteilchenmatrixelemente waren
Funktionen der Form I*"¢(z/l), wo A = *1,
t 4,... mit der Leptonen- und Baryonenzahl in
Verbindung stehen soll. Zwischen der [-Inversion

und der Skalentransformation besteht die Ahnlich-
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keit, dal beide den Parameter ! mit in die Trans-
formation einbeziehen. Die folgende Erorterung der
Frage, ob die l-Inversion nicht-trivialer oder trivia-
ler Natur ist, d. h., ob sich aus der Invarianz unter
l-Inversion ErhaltungsgroBen ableiten lassen, welche
zur Charakterisierung physikalischer Systeme tau-
gen bzw. nicht taugen, sind kennzeichnend fiir alle
Transformationen, bei denen Parameter mittransfor-
miert werden, und 1af3t sich z. B. auch auf die Skalen-
transformation iibertragen. Da die l-Inversion ihrem
Inhalt nach jedoch von der Skalentransformation
unabhéngig ist, wollen wir, der Einfachheit halber,
im folgenden nur den Fall A=0 betrachten, der
dann vorliegt, wenn die Skalentransformation trivial,
d. h. physikalisch bedeutungslos ist.

Wir wollen zuerst eine Darstellung betrachten, in
der alle GroBen von der Dimension einer Linge auf
die Lange | (und nicht auf ihren absoluten Betrag
|l]) bezogen sind. Die Transformation |— —I

wiirde dann nicht nur die Raumkoordinate &= 1/l
in ihr Spiegelbild iiberfithren, sondern auch

2l — —2%1, xl— —xl

und auch

. 3 . 3

PL=isem ~  sem
transformieren; d. h. aber: Ein bestimmtes System
wird bei dieser Festsetzung in ein gespiegeltes Sy-
stem mit invertierter Zeitrichtung und entgegenge-
setzter Energie und Masse iiberfithrt. Wegen der
Vorzeichenanderung der Energie ist die Transfor-
mation in dieser Form nicht brauchbar, da man die
Energie in der iiblichen Theorie stets als positiv de-
finiert.

Wir konnen jedoch auch folgende andere Fest-
setzung treffen, ohne am Verhalten bei Lorenrz-
Transformation und Skalentransformation etwas zu
dndern: Alle zeitartigen Lingen sollen auf |I|, alle
raumartigen Lingen jedoch auf ! bezogen werden.
Das heif3t, wir definieren insbesondere den zeitlichen

3
3ED’
die Massenzahl als u=x|l| und schreiben folglich
die dimensionslose Zeitkoordinate £°=2%|l|. Da-
durch erreichen wir, dafl die Energie und die Masse
immer positiv gezahlt werden, sofern p® und * posi-
tiv sind. Fiir die Raumkoordinate setzen wir dage-

Translationsoperator als ¢°=p°|l| =i

gen Fe 7/l. Durch diese Unterscheidung von Raum-
und Zeitkoordinaten wird nun das Vorzeichen von [
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nichttrivial und fithrt durch die Unterscheidbarkeit
von Feldoperatoren mit positivem und negativem [
zu einer effektiven Verdopplung der Komponenten-
zahl des Feldoperators. Mathematisch spiegelt sich
diese Verdopplung in dem Auftreten einer Vorzei-
chenfunktion & =1/| | wider, die mit der l-Inversion
nicht mehr vertauschbar ist.

Wiirde man auch die Raumkoordinate _g: durch

&=1/|1] festlegen, so verschwindet der Unterschied
in den Komponenten und wir haben effektiv keine
Verdopplung mehr. Die Invarianz gegeniiber [-In-
version ist dann wohl immer noch formal vorhan-
den, aber sie hat triviale Konsequenzen. Jeder Zu-
stand hédngt dann nur von /2 ab und ist deshalb ein-
fach entartet. Es gibt aber keine physikalische Un-
terscheidung mehr zwischen den beiden entarteten
Zustanden, und wir zahlen sie, ahnlich wie z. B. Zu-
stinde, die sich nur beziiglich ihrer Norm unterschei-
den, physikalisch nur einfach.

Bei obiger Festsetzung jedoch wird ein System
bei l-Inversion in sein beziiglich der Raumkoordi-
nate gespiegeltes Ebenbild transformiert. Da die [-
Inversion die Bewegungsgleichung des freien Spinor-
teilchens invariant 1at, fiihrt sie somit bei dieser
Festsetzung zur Definition einer Paritat, die wir
kurz [-Paritit nennen wollen.

Wir haben auf der anderen Seite festgestellt, dal}
im Falle der freien Teilchen auch die Operation

P >¢(-1,0)="Fo(-11,
die wir jezt kurz p-Spiegelung nennen wollen, als
Raumspiegelungsoperation geeignet ist. Die Existenz
zweier unabhingiger Raumspiegelungsoperationen
fiihrt zunédchst dazu, dafl nun jeder Zustand beziig-
lich der Paritat (bzw. Helizitat) vierfach entartet er-
scheint.

Um dies deutlich zu machen, zerlegen wir die
KLeIN—Gorpon-Gleichung (21) in das Gleichungs-
paar

%1,81),
(33)
_ia,u aal'u’ (;)”(9{, Po; ra t: l) =% (pn(;{e Po; r! t’ l)'

—io* Sili @n(2, p% T, 6, 1) =@, (%, p

Hier bedeutet ¢,(x, p% 1,¢,1) die Eigenfunktion
eines Teilchens mit den Quantenzahlen n (Baryonen-
zahl, Drehimpuls etc.), der Masse # und Energie p°.
@n(,p% 1, 8,1) ist durch die erste Gleichung defi-
niert. Um die Abhingigkeit vom Parameter [ her-
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vorzuheben, wollen wir (33) schreiben

i('g%o —& 3%)%'(#, g% £ 8.1 )

= p@a (1, % & 8% 10),
{ IR R AN € 33’
L(a_go ra o a?) @n' (1, % £, 8% 1) (33%)

— e (1 g% 80,1,

wobei & =1/| l] bedeutet. Wir sehen nun sofort, daf3
die Funktionen

Fo (&80 @ (—E &, 1)

und @,/ (& &0, —1)

oa (£, 80,0),

alle derselben Differentialgleichung geniigen. Sie
unterscheiden sich durch die p- und [-Helizitat.

Wir konnen den Entartungsgrad wieder auf zwei
reduzieren, wenn wir die p- und [-Helizitdt miteinan-
der identifizieren, z. B. durch die Bedingung

o)) =p(—1,1 —1)

¢(5’5 9l)_(p(5’5"—') (34)

bzw.

Dies bedeutet, daB wir den Ubergang
¢ (€ 8,0 - ¢ (& &)

auf zwei verschiedene Weisen bewerkstelligen kon-
nen:

1. Durch Anwendung des Operators O”}—‘p!‘
2. Durch Inversion [— —I und t—) c (bzw.

l— -1, 1— —71).

Im Anhang soll zur Veranschaulichung die explizite
Form von Matrixelementen mit vorgegebenem Ge-
samtdrehimpuls angegeben und an ihnen die Identi-
tit der Operation 1. und 2. nachgewiesen werden,

Um die Bedeutung der Einschriankung (34) noch
klarer hervorzuheben, soll eine Dirac-Schreibweise
eingefithrt werden. Wir definieren einen 8-kompo-
nentigen Spinor

D (£, & 1) = ( @' 8D AN

"4 (Es 50 _l) ) B (“P(—r, t, _l)
und identifizieren nun den durch (p'(g: &0 1) und

) (35)

(P,(g &0 — 1) aufgespannten Raum mit dem Dirac-
o-Raum. Die [-Parititsoperation lafit sich dann in
der fiir die Dirac-Darstellung iblichen Form schrei-
ben

d’(b,s 71)_)F ¢(_§ 50 1)9 (36)



336

wenn wir I’y diagonal wihlen. Nach dieser Ver-
dopplung konnen wir uns jetzt auf die Betrachtung
von l=|l| beschrinken. Fiir @(,E: 8%, 1) gilt aber
keine Dirac-Gleichung, sondern immer noch eine
KreiN—Gorpon-Gleichung

(PP+22) D= T p +ix) Lyp?—in)D=0, (37)

da wir ja noch immer die Entartung beziiglich @

und P haben. Diese beiden Losungen unterscheiden
sich noch durch die p-Paritit. Die Identifizierung
von p- und [-Paritdt nach Art der Bedingung (34)
bedeutet, dal nur Losungen der Form

(I'vp’—ix) D=0 (38)

zugelassen werden. Die anderen Losungen
(Lyp+ix) D=0

sind mit der Bedingung (34) nicht vertréglich. Die
Nebenbedingung (38) ist im Gegensatz zur Glei-
chung (37) nicht mehr invariant gegeniiber einer
Touscuek-Transformation @ — ei*/s @,

Wir wollen noch darauf hinweisen, daBl sowohl

als auch die

: . o,pt
die Anwendung der Operation s 3
Vg

l-Inversion im Falle von Teilchen der Masse Null
auf Schwierigkeiten stofit; im ersteren Fall wird
lim %« P* unbestimmt, im zweiten Fall tritt kein [2
x—>0 %

mehr in der Differentialgleichung auf. Das Auftreten
endlicher Massen und die Invarianz bei einer reinen
Raumspiegelung bedingen sich wechselseitig. Bei
verschwindender Ruhmasse braucht dagegen die
Raumspiegelungsinvarianz auch nicht gefordert zu
werden. Die enge Verkniipfung zwischen Masse und
Paritit mag rechtfertigen, dal wir die Verdopplung
der Feldoperatoren im Zusammenhang mit der uni-
versellen Linge ! durchgefiihrt haben, die doch in
enger Beziehung zur Masse steht.

Wir wenden uns nun der nichtlinearen Differen-
tialgleichung (18) zu. Fithren wir auch hier die di-
mensionslosen Orts- und Zeitvariablen &=/l bzw.
£0=29/| 1| ein, so lautet die Gleichung

E)xieﬂ%#x(z’oyxh (39)

3 3
(35'_8l0 3
Fir x* finden wir eine entsprechende Gleichung.
Nun konnen wir eine Transformation U; im HiLBERT-
Raum durch die Bedingung

Uig(E8,) U t=x(—& 8, —1)  (40)
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definieren, da diese Transformation die nichtlineare
Differentialgleichung (39) invariant laft. Diese In-
varianz gestattet uns die strenge Einfiihrung einer
[-Paritét. Im Falle freier Felder laf3t sich diese Pari-
tat, wie wir beim Studium der Einteilchenmatrix-
elemente gesehen haben, mit der p-Paritit identifi-
zieren. Eine solche Identifizierung wird jedoch fiir
die allgemeinen Losungen von (39) nicht mehr mog-
lich sein, da die Gl. (39) bzw. (5) ja, wie frither
bemerkt, gegeniiber der p-Paritatsoperation gar nicht
invariant ist.

Um uns die praktische Rechnung zu erleichtern,
wollen wir wieder zu einer Dirac-artigen Schreib-
weise iibergehen. Definieren wir analog zu dem Vor-
gange an den Matrixelementen (35) einen 8-kompo-
nentigen Spinoroperator

T o£0 7y _ 1, 8% )

XEoD=(0 )

so laBt sich die Raumspiegelung in der iiblichen
Form schreiben

X(58,0) Ty X(—£8,1),

(41)

(42)

und es laBt sich nun wieder ohne Einschriankung

I=|1] setzen. Die Differentialgl. fiir X(Z;, &0 1) lau-
tet dann, wenn wir (25) beachten

I« 527 X+3B [l I*X(XTT.X) (43)
+I*X(XT.X)]=0.
Eine entsprechende Gleichung gilt fir X=X*T'

Fiihren wir wieder z* statt & als Koordinate ein,
dann erhalten wir eine Differentialgeichung der
Form (29), in der jedoch die X wegen der verschie-
denen Definitionen (28) bzw. (41) eine etwas an-
dere Bedeutung haben. Im Gegensatz zu (29) gilt
die Differentialgleichung (43) exakt und legt die
Kopplungskonstanten fiir Vektor- und Axialvektor-
kopplung fest: a;=a,=3%. Der Wechselwirkungs-
ansatz bleibt also trotz der Verdopplung der Kom-
ponentenzahl des Feldoperators eindeutig.

Wir miissen nun noch priifen, ob die weiter oben
angegebenen Vakuumerwartungswerte (19) fiir die
Feldoperatoren auch noch gegeniiber der [-Spiege-
lung invariant sind. Dies 146t sich aber einfach zei-
gen. Dazu schreiben wir die Vakuum-Zweipunkt-
funktion (19) in den dimensionslosen Koordinaten

(0 ox (6D 22201 0) = E % fo(t) a

/ diq eiG—e) D aﬂj;;"aﬂql (44)
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0({) bedeutet jetzt das Spektrum der dimensions-
losen Massenquadrate u?. Die Invarianz gegeniiber
l-Inversion (I— —1, E—> —5_5 ist offensichtlich.
Da sich die Zeitkoordinate £° bei dieser Transfor-
mation nicht umdreht, bleiben auch die Verhaltnisse
in der komplexen ¢%-Ebene ungeéndert. Alle speziel-
len Vakuum-Zweipunktfunktionen (z. B. die Vertau-
schungsfunktion), die nach den iiblichen Vorschrif-
ten iiber den Integrationsweg gewonnen werden,
bleiben deshalb ebenfalls invariant.

Wir wollen auch hier wieder zu der bequemeren
Dirac-Schreibweise iibergehen, indem wir den ver-
doppelten Spinor (41) einfithren und uns dann auf
positive [ beschrianken. Hierzu betrachten wir zuerst
einmal den Fall des freien WEyL-Feldes, setzen also
speziell o({) =0({—?). Auf Grund unserer frii-
heren Betrachtungen iiber die Einteilchenmatrixele-
mente finden wir den I's-invarianten Ausdruck

(0| X (&1) X(&,1)]0)

1 1 PP AW
—_ = | d4geiat—&) —ut 45
@ P/ de P (45)
_ 1 1[4 eice- 1
BCEL is’que 2
I',qu+ip T, qu—in
: et e+rur |’

wenn wir keine Nebenbedingung der Art (38) for-
dern. Fordern wir dagegen diese Nebenbedingung,
so erhalten wir statt dessen

(0] X (&1 X(&,1)]0) (46)

= __.1__ ]; d4q eiQ(E—EI) ,E-“iz'uji"i ¥
@em* P ¢*+ut

Da die nichtlineare Wellengleichung (39) invariant
ist gegeniiber der Transformation y — e'2% y, bzw.
Gl. (43) invariant gegeniiber der Touscuex-Trans-
formation X — ei*’s X, kann man zunichst auch
fiir den Feldoperator X (&,1) (&hnlich wie im Falle
des freien WeyL-Feldes) I's-invariante Vakuum-
erwartungswerte der Form (43) mit einer beliebigen
Massenspektralfunktion konstruieren. Dies wiirde
aber bedeuten, daB alle Nukleonen in zwei Ausfiih-
rungen vorkommen, die sich durch die Eigenparitat
unterscheiden. Dies steht mit der Erfahrung in Wi-
derspruch. Wir konnen aber, dhnlich wie im Falle
des freien WevL-Feldes, die effektive Verdopplung
der Zustinde durch eine Nebenbedingung riickgéin-
gig machen, indem wir fordern: Die Nukleonen sol-
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len nur in der einen Ausfiihrung vorkommen, die
eine Dirac-Gleichung der Art (38) erfiillen; d. h.,

die Vakuumerwartungswerte sollen die Form haben

(0| X(&1) X(&,0]0) (47)

_ 11 4, pia(E—¢)
i ls/dé‘/dqe

I' qutill: P —i &
L il Y “Z};: 92(5)],

s
01(%) und p,({), die sich in der Eigenparitat der
zugeordneten Zustinde unterscheiden, sollen jetzt
zwei verschiedene Massenspektralfunktionen sein,
und nur ¢, ({) soll eine d-Funktion bei der Nukleo-
nenmasse enthalten. Da die Vakuumzweipunktfunk-
tionen andererseits nicht frei wahlbar sind, sondern
aus der nichtlinearen (I s-invarianten) Feldgleichung
folgen sollen, kann dies effektiv nur eine Bedingung
fir den Grundzustand bedeuten, der demnach be-
ziiglich der Paritit entartet sein miifite.

Man iiberzeugt sich leicht, da3 0,({) nicht einfach
gleich Null gesetzt werden kann, da z. B. alle Nu-
kleonenzustdnde mit einer ungeraden Anzahl von
7-Mesonen mit geradem Bahndrehimpuls Beitrige
zu 0, () ergeben 18,

Da die nichtlineare Differentialgleichung, wie ver-
mutet wird, das Auftreten der 6- und ¢’-Funktionen
auf dem Lichtkegel verhindert, miissen die o-Funk-
tionen die Bedingungen erfiillen

[ le1(8) +¢:(8)1dl=0,
ff[@l(f) +0:(£)]d{=0,
[ 801 (D) —e(5)1d=0.

In einer Néaherung, in der wir uns auf die Beitrige
der Pole zur Masse u =1 der Nukleonen beschrin-
ken, d. h. in einer Ndherung, in der wir die Vakuum-
Zweipunktfunktionen einfach durch die Vakuum-
zweipunktfunktion eines freien WeyL-Spinorfeldes
ersetzen, erhalten wir nach der Regularisierung wie-

der (32) oder
P 1 1 —
(0| X (&) X(#,0]0) = 5 /d“qe'?(f 2

(48)

”4,F L iud

B i N . A 49
(@ (®+up qz(qz+#2)} (49)

Diese geniherte Zweipunktfunktion entspricht den

18 M. GeLL-Many u. F. E. Low, Phys, Rev. 95, 1300 [1954],
Appendix.
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Ansatzen

01(8) +02(8) =0(L— 1) —6(8) + 126 (),
91(5) “92(5) =0({—u?) — g 0(%),

~1
o]

(50)

welche die Bedingungen (48) erfiillen. Es sei darauf
hingewiesen, dal bei dieser Regularisierung bei
{ =0 (und nur da) Anteile mit der ,,falschen“ Eigen-
paritdt (0, #+ 0) auftreten. Dies kann fiir die Existenz
der Photonen von Bedeutung sein.

Die Differentialgleichung (43) und die genidherte
Vakuum-Zweipunktfunktion (49) wollen wir im Ab-
schnitt IV einer Berechnung von Masseneigenwerten
zugrunde legen. Es sei jedoch bemerkt, daf} die
wahrscheinliche Sonderstellung von Teilchen mit
verschwindender Masse bei Raumspiegelung noch
nicht beriicksichtigt wurde. Es ist moglich, dal die
hier beziiglich der Paritit symmetrisierte Theorie
fir Teilchen der Masse Null noch einer weiteren Ein-
schrankung bedarf.

II1. Berechnung von Masseneigenwerten
ohne Paritidtssymmetrisierung

Es sollen in diesem Abschnitt die Masseneigen-
werte von Nukleonen und 7i-Mesonen durch Anwen-
dung der neuen Tamm—Dancorr-Methode in der in
(I, S. 460 ff.) definierten Weise naherungsweise be-
berechnet werden, und zwar zunichst in einer Nahe-
rung, welche noch keinen Gebrauch von einer Sym-
metrie beziiglich Raumspiegelung macht.

A. Spinorteilchen

Die Berechnung der Masseneigenwerte von Spinor-
teilchen ist im wesentlichen eine Wiederholung der
Rechnung in (I, IVb) in der hier im Abschnitt 1
eingefithrten WEeyL-Spinordarstellung. Wir konnen
uns deshalb damit begniigen, die Rechnung in eini-
gen Punkten zu erldutern.

Wir legen der Rechnung die Differentialgleichung
(18) und eine Kontraktionsfunktion

vV(z|2)=F(z—2) (51)

o i 4 Lip(z—z) Gup"
R fd we (=i 8)? (pP+2—i0)

zugrunde, die sich aus (19) ergibt, wenn man nur
die (regularisierten) Beitrage des Nukleonenmassen-
pols bertucksichtigt. Die spezielle Definition (51) ist
der Definition (I, 108) vollig dquivalent. Eine Ein-
heitsmatrix im Isospinraum ist dabei wieder in der

H.-P. DURR

Schreibweise unterdriickt. Gegeniiber der fritheren
Rechnung sind folgende Substitutionen vorzunehmen

Yy, P>y,

4 3
Z YaVsVuee Vg VsVu—> — ZU‘"---G;:,

u=1 u=0
AT 3
= y4 Vu P

3
— 1 Z o
o Qxu
4 3
Z Vu?Vg Pu—> i Z 6_11 p‘u .
n=0

u=1

(52)

"

Hierbei sollen die 0. auf der rechten Seite immer
als Einheitsmatrizen im Isospinraum aufgefaft wer-
den, was bei der Spurbildung von Bedeutung wird.
Da der Isospin nur in recht trivialer Weise eingeht,
haben wir es in der praktischen Rechnung nur mit
den PauLi-Matrizen o, zu tun, welche die niitzlichen
Regeln erfiillen:
0uGr+ 0y Gu=—2 gur. 0,0.0" =20y,

(53)
Die Rechnung liefert, genau wie in (I, 115), fiir die
drei einfachsten Naherungen (zweifache Iteration
und Kontraktion) dieselbe Eigenwertgleichung, die
nun die Form hat:

1+("l~)424L(X2)]r=0
4n

(_)r Ug 61 Gv = 4‘ gyr . gy 60 Oy 6): 0¥ = 2 Ox 61 0:_» .

Gu J® (54)

mit X2= — J2/%® und der Funktion L(X2) wie in
(I, 114). = ist hierbei die vierkomponentige WEyL-
Isospinfunktion des Fermi-Teilchens. Aus der Kon-
sistenzforderung ergibt sich, wie frither, der Massen-
eigenwert des Nukleons zu

#l=xx1=6,39, (55)

doch tritt, ebenfalls wie in (I), noch eine zweite Lo-
sung bei %" = 1,26 xy auf, die das Verfahren letztlich
dann doch inkonsistent werden 1af3t.

B. Bose-Teilchen

Bei der Berechnung der Eigenwerte fiir Bosonen
zeigt sich ganz deutlich die Uberlegenheit der WEyL-
Isospindarstellung gegentiber der alten Darstellung.
Zur Gewinnung einer Eigenwertgleichung fiir Bose-
Teilchen mit der Quantenzahl /y=0 (d. h. im we-
sentlichen Teilchen mit Baryonen- und Leptonenzahl
Null), brauchen wir jetzt nur die Einteilchenmatrix-
elemente der Form 7(z|y) zu betrachten. Diese Ma-
trixelemente sind 2 x 2-Matrizen im Spinraum und
2 x 2-Matrizen im Isospinraum. Wir spannen sie
deshalb auf die (reziproken) Basiselemente dieser
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Réaume auf und schreiben fiir ein Einteilchenmatrix-
element, das zum Gesamtimpuls J* gehort

T(xly) = <0|Tl(x) Z*(y)]],Pu,Pr)
=M(J;z) et!?
= A*(], Po;z) 6. P27, et Z,

(56)

wobei z = 2 — y die Relativkoordinate und Z = 3(x + )
die Schwerpunktskoordinate bedeutet. P, bezeichnet
den Polarisationsvektor im Ortsraum, der die Be-
dingung

ch‘u ];1=0 (57)

erfiillen soll und durch die Spinrichtung des Teil-
chens im Ruhsystem definiert ist. P; ist der Polari-
sationsvektor im Isospinraum. Er ist durch den Iso-
spinzustand des Teilchens festgelegt. Dall wir die
reziproke Basis 6., T, nehmen, hat formale Griinde
und ergibt sich aus der Vorschrift, dal Ausdriicke
der Form (%" 0.7, %) =CuD, sich kovariant trans-
formieren sollen.

Matrixelemente der Art 7(z|y) haben die Eigen-
schaften von Wellenfunktionen fiir Teilchen mit
Iy =0 und Spin und Isospin O oder 1. Speziell ist
fiir Teilchen mit Spin=0 und Isospin =0 im Ruh-
system (J=0) nur A°P.°+0, oder allgemein

(A'“ Py")(),o =C (]2) ]‘" 60"' . (58)

Fir Teilchen mit Spin=0 und Isospin=1 ist im
Ruhsystem nur 4° P:' + 0, oder allgemein

(A4* P?)o,1=cy(J?) J* P/ 07, (59)

wo P.' den dreidimensionalen Polarisationsvektor
im Isospinraum bedeutet (P2 Teilchen mit m.=0;

VLQ (P1+iP2) Teilhen mit m.— *1). Fiir Teil
chen mit Spin=1, Isospin=0 ist im Ruhsystem
Ai P +0, oder allgemein

(A" P2)1,0=c3(J?) Ps* Oy (60)

mit der Bedingung (57) (d.h. P."=0 fir J=0).
SchlieBlich ist fiir Teilchen mit Spin =1, Isospin=1
im Ruhsystem nur A7 P/ +0, oder allgemein

(A“P?) 1,1 =c4(J?) Po P 67 (61)

mit Bedingung (57).

Einteilchenmatrixelemente der Form 7(zy|) be-
schreiben jetzt, in Abweichung von (I), nur Bosonen
mit der Quantenzahl /y =1 und Spin und Isospin 0
oder 1, also im wesentlichen Deuteronzustande. Die
jetzige Darstellung hat also den groBen Vorzug, daf3
die Isospininvarianz in jedem Schritt der Rechnung

339

evident ist, im Gegensatz zur fritheren Darstellung,
in der sich z. B. die #'- und n7°-Rechnung &uBerlich
vollig unterscheiden.

Formal lauft unsere Rechnung fiir die Matrix-
elemente 7(z | y) ganz analog zur friiheren n°-Rech-
nung. Wir erhalten fir z=0 (S-Wellenanteil) die
zu (I, 126) analoge Eigenwertgleichung
M(];O) = [—6:10"”M(];0) U‘uaﬂ

+6a 06" 4 Sp[(0. M(J;0))] (62)
(FFFD() +g#C(2)).
Die Funktionen C(Z) und D(4), wobei 2= — J?/xx?
= — J?/x? ist, haben dieselbe Bedeutung wie in (I,
125). Die Spur im 2. Glied ist iiber den Spin- und
Isospinraum zu fithren. Spannen wir nun M (J; 0)
nach Gl. (56) auf die (reziproken) Basiselemente
des Spin- und Isospinraums auf, so erhilt die Eigen-
wertgleichung die Form

A#(.I, Po; 0) Ptv [au[l +2(]2D+ 2 C) (T,-{-SPT,.)]
—4Ju(68J%) D(r,+Sp7,)1=0  (63)

oder im Ruhsystem des Teilchens [J=0 bzw.

= — (92

A*(J% P55 0) P [6.[1 +4C (T, +SpTy) ] (64)

—0.22D(7,+Spw) =0.
Die Spur lauft jetzt nur noch iiber den 7-Raum.
Wir unterscheiden die vier Falle:
1. Boson Spin =0, Isospin =0

1-6/2D+12C=0. (65)

Dies entspricht der Eigenwertgleichung (I, 130) fir
das Isosingulett-7i-Meson.

2. Boson Spin =0, Isospin=1

1-2/2D+4C=0. (66)

Dies entspricht der Eigenwertgleichung (I, 129) fir
das z-Isotriplett.

3. Boson Spin =1, Isospin=0

1+6/2D+12C=0. (67)
4. Boson Spin=1, Isospin=1
1+2)2D+4C=0. (68)

Die Eigenwertgleichungen 3. und 4. wurden in (I)
nicht behandelt und gehéren, wie auch 1., zu empi-
risch nicht festgestellten Teilchen.

Wir haben schon in (I) gesehen, dafl die Eigen-
wertgleichungen (65) und (66) je eine Losung
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haben, wenn wir in der Differentialgleichung (1)
bzw. (43) das positive Zeichen vor [* wihlen. Wir
erhalten die Masseneigenwerte
n-Triplett: %a, =0,30 %y
Ra, = 0,92 “N .

(69)
(70)

Man konnte hoffen, dal} in einer hoheren Naherung
die Masse des Singuletts sich sogar grofler als vier-
mal die @-Triplettmasse ergibe. In diesem Falle
diirfte dann das Singulett gegeniiber Zerfall in vier
n-Triplett — was auf Grund der Erhaltungssitze
moglich ist * — extrem instabil sein und miifite als
diskreter Eigenwert verschwinden. Die Eigenwert-
gleichungen (67) und (68) fir die Teilchen mit
Spin=1 liefern ebenfalls Losungen fiir das positive
Zeichen von 2. Fiir das Teilchen 3. erhalten wir
#9,1=0,355 %y und fir das Teilchen 4. %; 1=0,110
%y . Auch hier hat das Isotriplett den tieferen Eigen-
wert. Diese Losungen stehen mit der Erfahrung in
Widerspruch. Doch stellen die Eigenwertgleichungen
in diesem Fall eine extrem schlechte Naherung dar,
da wir ja bei ihrer Ableitung durch das Nullsetzen
der Relativkoordinate nur Bindungszustinde mit
Bahndrehimpuls Null beriicksichtigt haben. Bei Be-
rechnung von Teilchen mit Spin 1 miissen aber je-
denfalls noch die D-Zustdnde mitgenommen werden.
(Die P-Zustinde fithren dagegen zu Teilchen der
entgegengesetzten Paritdt.) Es ist zu hoffen, daf} da-
durch die Eigenwerte zu grofleren Werten aufriicken
und die zugeordneten Teilchen nur als extrem in-
stabile Konfigurationen auftreten.

Die Rechnung fiir die Matrixelemente der Form
7(zy|) 1aBt sich ebenfalls einfach durchfiihren und
lauft formal ahnlich wie die frithere Rechnung fiir
at*. Wir schreiben hier

t(zy|) =M(;2) coccetl?
=(4*(J, Ps; z) Buco) (P Ty co) €' 2.

und n-Singulett:

(71)
Es ist hierbei notwendig, die Matrizen ¢, und c: ein-
zufithren mit den Eigenschaften

CuCa*=Co*C0=17
T

Co U,uT Ca_l = 6[‘ ’

Ca—1= = —Co (72)

*
Co's Co

und entsprechend fiir ¢; im Isospinraum, was in der
iblichen Darstellung durch ¢;=i0, und c.=i7, ge-
wahrleistet ist. Denn nur dann transformieren sich,
wie man leicht nachpriifen kann, 4* und P." wie
kovariante Vierervektoren und konnen auf dieselbe

* G. FeinBerg, private Mitteilung.
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Art wie frither mit den Spin- und Isospinzustinden
verkniipft werden. Da 7(xy|) in z und y antisym-
metrisiert ist, muf} gelten

M(J;2) = —ceeca MY (J; —2) ¢ ™l (73)

Betrachten wir nur Matrixelemente mit Relativ-
koordinate z=0 (S-Wellen), so fiihrt dies auf die
Bedingung

A’u(], Pa;O) Ptl'(alufv*‘o,u '[v) =0, (74‘)

d.h. A°P.°=0 und A4’P.=0. Diese verbotenen
Kombinationen sind Zustédnden mit Spin = Isopin =0
(beide antisymmetrisch) bzw. Spin=Isospin=1
(beide symmetrisch) zugeordnet, die ja wegen dem
PauLr-Prinzip bei symmetrischer Ortsfunktion (S-
Wellen) nicht auftreten diirfen.

Fir M(J;0) erhalten wir eine (I, 126) dhnliche
Eigenwertgleichung

M(J;0) =5ac"M(J;0) 608 (75)
‘(JeJED(A) + 18 C(A)).

Wegen

0% Gy Gu=0" 0y G =35 0%(0p +0,) Gu = — 2(0,+ Gp)
(76)

gilt im Ruhsystem des Teilchens die Gleichung

A (J° Ps; 0) P 7y [64—2(0u+6.)(J2D+4C)] =0
(77)

mit der Nebenbedingung (74).

Fir das Spinsingulett-Isotriplett (z. B. S!-Deute-
ron), das nach (74) das Pauri-Prinzip nicht ver-
letzt, verschwindet in dieser Ndherung die Wechsel-
wirkung iberhaupt, und wir erhalten nur die tri-
viale Losung A7 P.° =0, was dem A, =0 in (I, 127)
entspricht. Fiir das Spintriplett-Isosingulett (S3-Deu-
teron z. B.) ergibt sich

A°Pi(1-4J*D-16C) =0. (78)

Diese Gleichung entspricht (I, 128) und hat fiir po-
sitives [? ebenfalls keine nichttriviale Losung. Das
Deuteron tritt also in dieser Naherung nicht auf. Da
wir das Nukleon in einer hoheren Naherung (2-fache
Iteration) berechnet haben, sind aber auch gar nicht
richtige Werte fiir das Deuteron bei einer einmaligen
Iteration zu erwarten. Dazu miissen beim Deuteron,
wegen seiner losen Struktur, die spezifisch 7-meso-
nischen Wechselwirkungen eine wesentliche Rolle
spielen, die von unserem Standpunkt aus erst in ge-
wissen sehr hohen Ndherungen (Aufsummation von
unendlichen Zopfen z. B.) erfafit werden.
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IV. Berechnung von Masseneigenwerten
mit Paritdtssymmetrisierung

Wir wollen jetzt die Masseneigenwerte der ein-
fachsten Spinor- und Bose-Teilchen in einer Nahe-
rung berechnen, in der wir von der Symmetrie be-
ziiglich Raumspiegelung explizit Gebrauch machen.

Wir wollen dieser Rechnung dabei die Dgl. (29)

mit den verdoppelten Spinoperatoren X
Fﬂa—a;XiF[al P e XX Ty X) (79)
+a, " X(XT'.X)]=0

zugrunde legen, und fiir die Kontraktionen die
Funktion

Vigldy— % [gap _  EPETT)
V(zl2) = o fdp G—is) =iy (o0
zL,pr .
: [— il ‘“]

verwenden, die sich aus den gendherten Vakuum-
erwartungswerten (31) ableiten ld6t. Eine Einheits-
matrix im Isospinraum ist wieder iiberall unter-
driickt.

Wir wollen die Rechnung mit willkiirlichen Kon-
stanten a; und a, durchfithren, da sie dann einer-
seits durch die — allerdings unphysikalische — Spe-
zialisierung a; =3, a, =0 erlaubt, den Anschluf} an
die in (I) durchgefiihrte Rechnung mit >-Raum her-
zustellen, andererseits jedoch bei Spezialisierung
a,=a;=3 in die Rechnung iibergeht, die bei Be-
riicksichtigung der in Abschnitt II definierten stren-
gen Spiegelungssymmetrie ([-Paritit) resultiert. Die
Fille a, + ay haben fiir die Theorie wohl keine di-
rekte Bedeutung. Die einzige Moglichkeit einer be-
schriankten Bedeutung konnte im Prinzip darin be-
stehen, dal gewisse Beitrage hoherer Naherungen
in einer Theorie mit a; = a, schon in einer niederen
Naherung durch eine geeignete Wahl von a;+a,
mitberiicksichtigt werden.

Fir den im Augenblick allein interessanten Fall
a;=a,=3 ergibt sich folgender Sachverhalt: In
einer Naherung, in der wir die Eigenwertgleichun-
gen von Spinor- und Bose-Teilchen durch Iteration
von Einpunkt- und Zweipunktfunktionen abzuleiten
suchen, stimmen die Eigenwerte — wie man auch
unmittelbar durch einen Vergleich von (43) und
(5) im Rechenverfahren einsehen kann — mit den

* Anm. b. d. Korr.: In der Tat stellt sich heraus, daf}
man schon bei einer etwas konsequenteren Durchfiihrung
des Rechenverfahrens fiir die 2-Punkt-Funktionen zusitz-
liche Bedingungen ableiten kann, welche sich nur durch die
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entsprechenden Eigenwerten der Gleichungen iiber-
ein, die sich schon aus dem im Abschnitt II durch-
gefiihrten ,,nichtsymmetrisierten” Naherungsverfah-
ren ergeben. Allerdings erscheinen nun im Vergleich
zum Abschnitt III alle Losungen doppelt. Diese Ent-
artung der Losungen riihrt daher, dal das ,,Massen-
glied“ in der Kontraktionsfunktion in diesen nieder-
sten Naherungen bei der Berechnung der Eigenwerte
ganz herausfillt — woraus sich die Ubereinstim-
mung mit dem unsymmetrisierten Verfahren er-
klart — und damit auch die im Abschnitt II einge-
fithrte Nebenbedingung, welche das Vorzeichen des
Massengliedes fiir die Nukleoneneinteilchenzustinde
festlegt, verlorengeht. In diesen N@herungen kénnen
wir deshalb die Nebenbedingung nur derart bertick-
sichtigen, dal wir aus der Gesamtheit der Losungen
nur diejenigen mit der richtigen Eigenparitit heraus-
lesen. Dadurch wird die Zahl der Losungen wieder
auf die Halfte reduziert. In Naherungen, die zur
Darstellung der Fermionen und Bosonen auch noch
die 3-Punkt- bzw. die 4-Punkt-Funktionen verwen-
den, geht das ,,Massenglied“ wesentlich ein, und die
Auswahl der ,,richtigen“ Losungen miilte dann auto-
matisch erfolgen *. Als ein Beispiel fiir die Moglich-
keit eines solchen Verhaltens mag die Rechnung mit
den Parametern a; =%, a,=0 dienen, in die das
Massenglied schon in den niedersten Naherungen
wesentlich in die Rechnung eingeht. Wie wir sehen
werden, haben die resultierenden Eigenwertgleichun-
gen fiir Spinorteilchen hier keine reellen Losungen
mehr fiir die Nukleonen ,falscher” Eigenparitat.

A. Spinorteilchen

Die Rechnung fiir das Spinorteilchen lauft analog
zu (I), wenn wir
#Lape | i] (81)
setzen und beachten, daB der Vertex nun neben der
Axialvektor- auch noch eine Vektorkopplung enthalt.
Diese beiden Kopplungen verhalten sich in der Rech-
nung praktisch gleich, da sich das I'y immer ,,durch-
schieben® ldfit. Da jedoch hierbei ein Vorzeichen-
wechsel resultieren kann, ist verstiandlich, dafl Eigen-
wertgleichungen von der Form (I, 134) auftreten,
wo nun jedoch statt /2 sowohl [?(a; +a,), als auch
I?(a; — a,) vorkommen kann. Die Eigenwertgleichun-

Losungen mit der ,richtigen“ Paritdt befriedigen lassen.
Vgl. hierzu H.-P. Diirr u. W. Hreisenserc, Z. Naturforschg.,
in Vorbereitung.
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gen, die sich bei den drei zu (I, 113 a—c¢) analogen
Niherungen ergeben, sind alle von der Form

g1+ ( x ) [en L(X2) —cy M(X2)] (82)

=ik ("’.)“ cy N(X2)
4

mit Konstanten c¢;, cy und cy, die nur noch von
(ay+as) und (a; —a,) bzw. a; und a, abhingen
¢, =40(a® + ay?) +16 a4 a, ,
ey =20(a;* —ay?) .

ex=8ay(a;—ay); (82a)

(82Db)
ex=8(a;—ay) (3a;+2a,);

c, =40(a% +ay%) +164a,a,,

cy=4(a®—as?) .

c. =40(a% +ay%) +164a, a5,

cy="4(a;—ay)?, ey=24(a®—ay®) . (82¢)
Als mittlere Werte ergeben sich
¢, =40(a,® +a?) + 16 a; ay;
cy=4% (ag—ap) (Ta;+5ay); (83)

cy=1% (a;—ay) (Tag+5a,) .

Setzen wir speziell a; =%, a,=0, was der in (I)
durchgefithrten Rechnung mit 2-Raum entspricht,
so ergeben sich die Werte

c, =10, cy=35, ey=2; (84 a)
c, =10, cy=1, cy=0; (84b)
CL———lO, CM=1, C‘\'=6. (840)

Dies sollte dem in (I, 134 a —c¢) aufgefiihrten Satz
entsprechen 9.

Mit den mittleren Zahlwerten ¢, =10, cy= 4,
cy=" und den Funktionswerten L(1) = —0,6238,
M(1) =1,9082, N(1) =2,3060 hat die Eigenwert-
gleichung mit /2= —#2+0

(47";)4 +e L(1) —cyM(1) = £eyN(1) . (85)

nur fiir das Pluszeichen auf der rechten Seite (,,rich-
tige“ Eigenparitdt) eine einzige Nullstelle ! bei

#l=2nx1=5,83. (86)

Das Naherungsverfahren wire also hier konsistent.
Setzen wir a; =a, =3, so erhalten wir, wie schon
erwihnt, wieder dieselbe Eigenwertgleichung wie im

19 Die in I bei Beniitzung des 2-Raumes abgeleiteten Zahl-
werte entsprechen einem Mittelungsverfahren, das vom
hier beniitzten abweicht und vom Standpunkt der hier
durchgefiihrten Rechnungen aus als inkonsequent er-
scheint. Bei konsequenter Rechnung ergeben sich die hier

H.-P. DURR

Abschnitt III, Gl. (54), da ¢y =cy=0 und c;, =24
wird, und es ergibt sich deshalb auch wieder der-
selbe Eigenwert (55). Die nun formal auftretenden
zwei entarteten Nukleonendoubletts werden durch
die Nebenbedingung der Art (38) wieder auf ein
Doublett reduziert.

B. Bose-Teilchen

Die Masseneigenwerte der Bose-Teilchen mit der
Quantenzahl Iy =0 (also im wesentlichen Teilchen
mit Baryonen- und Leptonenzahl Null) ergeben sich
aus den Eigenwertgleichungen der Einteilchen-
Matrixelemente 7(z | y). Diese sind nun 8 x 8-Matri-
zen und lassen sich auf die Elemente der Algebra
aufspannen, die man durch direkte Produktbildung
aus der Dirac- und der Isospinalgebra erhalt

(z]y) = (0|T X(z) X(y)|J, Ps, P:)
=M(J,P,,P.;z) el!Z
=[4y(J, Ps;2) + A5(J, Pos 2) I (87)
+A“(J, Po; z) i+ A3 (], Po; 2) s T,
+ A (J,Ps52) I'iw] PoTa.

In einer Nédherung, in der wir in der Kontraktions-
funktion nur die Anteile der freien Nukleonen be-
ricksichtigen und denen wir durch eine Nebenbedin-
gung nur positive Eigenparitdt zuordnen, miissen
wir diese Matrixelemente noch dadurch einschrén-
ken, daB wir fiir 7(z|y) dieselben Parititseigen-
schaften wie fiir ein Teilchen-Antiteilchen-System
fordern. Wir setzen also

(0|T X(z) X(y)|J,Ps, P.)
=-TY0|T X(«') X(y')|J, P/, P.) I', (88)

wobei 2, y’, J', P,/ die rdumlich gespiegelten Vek-
toren sind, die man bei z, ¥ und J durch Umkeh-
rung der raumartigen, bei dem pseudovektoriellen
P, dagegen durch Umkehrung der zeitartigen Pro-
jektionen erhdlt. Die durch diese Bedingung eli-
minierten Teilchenzustinde sind Zustinde ,fal-
scher“ Eigenparitit, die einmal aus Systemen von
z. B. einem Antinukleon mit , richtiger* (d. h. nega-
tiver) und einem Nukleon ,falscher” (d.h. negati-
ver) Eigenparitit, die ausgeschlossen wurden, beste-
hen, dann sich andererseits aber auch auf Systemen

angefiihrten Koeffizienten und Masseneigenwerte, wobei
aber zu bedenken ist, dal die Annahme a;=%, a,=0 will-
kiirlich ist und einstweilen nicht physikalisch begriindet
werden kann.
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aufbauen, wie z. B. einem Antinukleon und Nukleon-
w-Meson-Zustanden, die in der Massenfunktion
05({) von (47) vorkommen, aber in dieser Nihe-
rung vernachldssigt wurden.

Wir wollen die Funktionen 4 (/, P,; z) in (87) fiir
den Fall z=0 (S-Zustand) diskutieren. 4,(/, Ps; 0)
kann wegen (57) nur von J? abhdngen. Wegen (88)
(keine positive Paritdt im S-Zustand!) muf} jedoch

gelten
Ao(],Pa; O)=A0(]2) =0. (89)

A5(J, Ps;0) kann ebenfalls nur von J? abhingen.
Es gehort zu einem Teilchen negativer Eigenparitat
und Spin=0. Die 4“(/, P;;0) treten bei spinlosen
Zustanden positiver Paritdt und Zustinden mit
Spin 1 und negativer Paritit auf; die 4% (/J, Ps; 0)
kommen dagegen bei spinlosen Teilchen negativer
Paritat und Teilchen mit Spin 1 und positiver Pari-
tit vor. Wegen (88) verschwinden die positiven
Parititsanteile

“ (], Po; 0) = A%(J, Ps;0) =0 (90)
und es bleiben deshalb in 4% wegen
A% (], Ps; 0) = a5, o(J?) J* (91)
nur die Beitridge mit Spin 0, in 4“ wegen
A“(J, Po; 0) =a5,1(J?) Po" (92)

nur die Anteile zum Spin 1 iibrig.

[1—4()2D+4C) (a—as)] Ta Ay P*=0,

[1—4(2D+4C) (a;—a5) ] Ta Ag Pe* =2 B[ (ay + ag) Ta+ 2 a, SpTa] Ju A5 Pya
[:fag,m--{-2[(a1+a2) Ta+202 Sp ia] [(.’2g,ur—2],u ]v) D+2Cg;4v] A"P'lazo’
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SchlieBlich kann A*'(J, P5; 0) nur in der Form
A (], Ps;0) =a(J?) (J* Py —J" Ps*) (93)

vorkommen und gehort dann zu einem Teilchen ne-
gativer Paritat und Spin = 1. Dagegen ist wegen (88)

A% (], Ps; 0) =d' (J2) e®** ], (P;)1=0. (94)

Wir sehen also, daf} fiir jedes Teilchen mit gege-
benem Spin im allgemeinen zwei Glieder der Dirac-
Algebra nicht verschwinden. Das Verhiltnis der Ko-
effizienten dieser Glieder wird durch die Eigenwert-
gleichung festgelegt und steht in Beziehung zu der
inneren Struktur dieser Teilchen.

Die Berechnung der Masseneigenwerte der Boso-
nen 7(z|y) lduft im wesentlichen wie die friihere
Rechnung fiir das #%-Meson mit 2-Raum. Wir er-
halten eine Eigenwertgleichung fiir die Matrixele-
mente M an der Stelle z=0 von der Form

M/, Ps;,P:;0) =K, (J) M(J,P,, P:;0) Ky (J),

wo K; und K, bestimmte I'- und 7-Matrizen sind,
die noch vom Impuls /* abhdngen. Beim Vergleich
der Elemente der Dirac-Algebra auf der linken und
rechten Seite erhalt man ein gekoppeltes Gleichungs-
system fir die Funktionen AyP.%, A;P.°, A“P.°,
APPE. A Ps

(95)
(96)
(97)

[%ag;tv+2[(a1+a2) ta+2a1 Spfa] [(]2guv_2],u.]v) D+2Cg‘uv] A5)’Pla=4‘B(al'—a2) Taj'u A5P11, (98)

To A P2 =B[ (a; +a5) Ta+2aySp Ta] (J* A — J" A*) P.°.

(99)

Fiir die Teilchen negativer Paritit und Spin =0 setzen wir in (96) und (98) 4°“ in.der Form (91) an

und erhalten dann das gekoppelte Gleichungssystem

[1-4(2D+4C) (a;—as)] Ta A5 P =2 B[ (ay + a5) Ta+ 2 a; SpTa] a3, o Pe*,

[Ta+2[(a;+as) Ta+2a;SpTa)] (—J2D+2C)] a3 oP*=4B(a; —a,) Ta A5 P:*.

Dies fiihrt zu einer Eigenwertgleichung

{[1-4(PD+4C) (a;—a)] [Ta+2((a; +as) Tat+2a,Sp7a) (= 2D +2C)]

Im Falle a; = a, =2 erhilt man wieder, wie zu er-

warten, die im Abschnitt III gewonnene Gl. (64)
bzw. (I, 129, 130). Fiir ¢, =3, a,=0 dagegen re-
duziert sich die Eigenwertgleichung auf die in (I,
136, 137) angegebenen Gleichungen fiir das Isotri-

(100)

(101)
—8/2B2(a; —ay) [(a; +ay) Ta+2a;SpTa]} P*=0.

plett (P.°=0) bzw. fiir das Isosingulett, fiir das
P.2+0, P/=0 und deshalb Sp(7aP:*) =2 P.° ist.
Fiir positives Vorzeichen von /2 in (43) und fir
a; = a, gibt es nur je eine Losung des Gleichungs-
systems. Die unnormierten Eigenfunktionen haben



344

die Form

Triplett: f(Z) = (J*I'sTu+a,I'5)Tel’2, (102)

Singulett: fo(Z) = (J*I's 'y +ayI's) I ei’%; (103)
__ 2PB(a+ay) | '

M IZAEDF40) (—ap) Pt (104)

e 2 J2B(5 a;+a,) ‘
0" 1—4(2D+4C) (a,—ap) |P=—100"

(105)

Fiir den Fall a, =%, a, =0 ergeben sich die Eigen-
werte fiir das st-Triplett 1% zu %, = ).(1;?1 2y =0,02 2y
und fiir das 7-Singulett 1 zu %, = A% #x = 0,87 xy.
Sie sind also wesentlich kleiner als die in (I) an-
gegebenen Werte. Die s-Triplett-Eigenfunktion ist
praktisch durch den ersten Term in (103) gegeben,
da a; ~ J?[xx%~0 ist.

Die Losungen fiir die Teilchen negativer Paritat
und Spin =1 findet man durch den Ansatz (92, 93)
mit der Bedingung (57). Die Gln. (97, 99) werden
dann

[Ta+2[(a; +as) Ta+ 2 a; Sp Td] (106)
*(I*D+2C)las, 1 P*=0.
Taa P.*=B[ (a; + ay) Ta+ 2 a, SpTa] a3,1 P2, (107)

Fiir a; =a, =% fiihrt das wieder einfach auf (64).
Fiir a; =%, a, = 0 ergibt sich fiir das
Isotriplett (Spin=1):

1+/2D+2C=0, (108)
Isosingulett (Spin=1):
1+5/2D+10C=0. (109)

Die Eigenwerte werden jetzt im Vergleich zum Fall
a;=a,=3% kleiner und riicken in die Nihe der
Eigenwerte der entsprechenden Spin = 0-Teilchen,
da fiir sehr kleine Masseneigenwerte /> D und J? B?
gegen C vernachldssigt werden konnen. Wir sehen
auch, daB der Spin=1-Isosingulettzustand wegen
der negativen Paritdt nicht mit dem Photon in Zu-
sammenhang gebracht werden kann. Es wire zu er-
warten, dal die Photonen wegen ihrer positiven
Eigenparitat erst dann erscheinen konnen, wenn
mindestens P-Zustande in Betracht gezogen werden.
Prinzipiell besteht allerdings auch die Moglichkeit,
daB sie wegen der Anteile ,,falscher” Paritit (0, + 0)
in der regularisierten Kontraktionsfunktion (49)
bei {=0 schon bei Beriicksichtigung von S-Zustén-
den auftreten. Die Untersuchung von Lésungen fiir
J2=0 soll jedoch in einer anderen Arbeit durch-
gefithrt werden.

Die Rechnung fiir die Teilchen mit Iy=1, die
durch die Matrixelemente der Form z(xy|) be-
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schrieben werden, kann ebenfalls einfach durchge-
fiihrt werden. Schreiben wir analog zu (71) jetzt

t(zy|)=M(J;z) c:.CellZ (110)
mit
M(J;z) =[Ay(J, Po; 2) + A5(J, Po; 2) I’
+A4(], Po32) T'y+ A% (), Poy2) Ty s
+A* (], Ps; z) I'wy] P:*7Ta (111)

und der Antisymmetriebedingung (PauLi-Prinzip)

M(J;2) = —c.CM*(J;2) CTle 7Y, (112)
so erhalten wir das Gleichunigssystem
[1-4()2D+4C)(a;+ay)] 4gP2=0, (113)
[1-4(J2D+4C)(a;+ay)] A5 P:° (114)

=2B(a;—ay) Ju A58 Pz,

{gu+2(ay—a5) [(JPgu—2Ju)s) D (115)
+2ngv]}AyPta=0,

{gw+2(a;—ay) [(J*guw—2Ju])) D+2C guw]}
* A5r Pza =4B(al+a2) ]u A5Pra, (116)

A P2 =B(a; —ay) (J* A* —J" A*) P.°. (117)

Stellen wir an 7(zy|) eine Gl. (88) analoge Pari-
titsbedingung

(0|T Xa(z) Xp(y)|J, P, P:) (118)
= P:V Féd (O | T Xy(x,) XB(?/,)U’, Pﬂ’s P")

M(J;2)=—-T*M(J';2) I'Y, (119)

so folgen Bedingungen der Art Gln. (89), (90),
(94).

Aus (114 —117) ergeben sich fir a,—ay=3
Eigenwertgleichungen fiir A;P:°, a5 P, a51P:"
und a P.°, die noch der Nebenbedingung (112) ge-
horchen miissen. Diese Gleichungen sind wieder, wie
zu erwarten, vollstandig dquivalent der Gl. (77) mit
der Nebenbedingung (74).

Im Falle a; =%, a, = 0 hingegen werden Gl. (114)
und (116) identisch mit Gl. (96) bzw. (98) fiir
Sp Ta=0 (Isotriplett). Dies bedeutet, dal die Deu-
teronzustinde in diesem Falle dieselbe Masse wie
die si-Isotriplett-Zustiande erhalten, was physikalisch
unzuldssig ist. Wie schon erwéhnt, ist diese Ent-
artung eine Folge der dann zusitzlich auftretenden
Symmetriegruppe (31), die eine Rotationssymme-
trie zwischen Teilchen und Antiteilchen ausdriickt.

bzw.

Herrn Professor Dr. W. HeisenBerc mochte ich fiir
sein reges Interesse an dieser Arbeit und fiir zahlreiche
Diskussionen meinen herzlichen Dank aussprechen.
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Anhang
p-Paritit und l-Paritdt fiir ein freies Weyl-Feld

Wir betrachten die speziellen Losungen einer KLeiN—
Gorpon-Gleichung 2° zur Energie ¢°=p° || fiir ein zwei-
komponentiges Spinorfeld (freies WevL-Feld) der Masse
u=x|l|, die zum Gesamtdrehimpuls j mit z-Kompo-
nente m und positiver k-Quantenzahl [k= +|j+3],
also die Losung, bei der im nichtrelativistischen Grenz-
fall (k— L+1) Spin und Bahndrehimpuls L parallel
stehen] gehoren, als Funktion der dimensionslosen Orts-

koordinaten g=£/l und der Zeit &=t/|l|=¢t/l

P (g E 8D —e (A1)
- [?’}”—g,i i %{;’%ﬂt €e <P§"+;,f] :

P (s 88D = (A2)
; . [#n«g,j‘f'i |¢I':0—+/%|_'/i e q,;nﬂ,’] .

Hierbei ist ¢ eine beliebige Normierungskonstante und
Py =hizy (| @2 —p2|"8) Wity,i (P, ¢) . (A3)

hj* % sind die bei Separation in Kugelkoordinaten auf-
tretenden Hanker-Funktionen mit halbzahligem Index
und reellem Argument

h(@ = (%) Hes @) (A 4)

Sie beschreiben die_»Abhiingigkeit der Eigenfunktionen
vom Radius £=|&|. Die Winkelabhingigkeit wird
durch die Funktionen W (9, @) gegeben

1
W;nﬂ,i (P, 9) = 2G+D1"

[ (—m+D) 2T (8, ¢) ur+ (j+m+1)*
S YRR (9, @) us] s

(A5)

—
(21

LG+m) Y3 (@, @) uy— (j—m)
Y7 (8, ) u,)-

Wi, 3, ¢) = (A 6)

Y" (9, @) sind die iiblichen orthonormierten zugeord-

neten Kugelfunktionen 1. Art, u;= (é) und u, = ( (1))

die beiden orthogonalen Spineigenfunktionen in einer
Darstellung, in der o3 diagonal ist.

Wir stellen zunichst fest, daB8 sowohl ¢” als auch a)'
die KLein—Gorpon-Gleichung zur Masse © und Energie

q° erfiillen. Ferner entsteht die Funktion ¢’ aus ¢

20 Vgl. auch van per WaEerpex %, S. 99 ff. Beachte jedoch die
etwas andere Definition der Kugelfunktionen.
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durch die Anwendung des Operators

Ou Pt — _l_ [i —813—8“
P u | 380 3E

Dies verifizieren wir am einfachsten dadurch, dal wir

den Operator 6 —- in Kugelkoordinaten umschreiben

o
~ 3 ~ 3 3 E-ﬁ}
— =000 — = T —— A7
035 a,o,aas % | 5F s A7)
wobei o;=% (;-E) ist und €= —i [?x ga_gJ der Bahn-

drehimpulsoperator. Wegen
F=(o+9=L(L+1)++0-C=j(j+1)
finden wir sofort
D Wy =G+ W,
@O W, i=+G(-PWr,;, (A9)

und auf Grund der Differentialbeziehungen fiir Kugel-
funktionen 2! nach einiger Rechnung

m m
os Wiy =Wizy;-

(A8)

(A 10)

Da die Hanker-Funktionen hs die Differentialbeziehun-
gen erfiillen

3 s+1

(‘a;a + T) he(0) =he-1(0),  (A11)
3 8

( o~ ?) hs(0) = —hs+1(0),  (A12)

laBt sich (}'a' nun leicht ausrechnen und wir erhalten
(A 2).
Wir sehen nun sofort, daB der Ubergang

@ (& 8,1 — @ (& 8,1
auch einfach durch
@ (& 8,1 — @ (& &, —1)

erwirkt werden kann, da sich bei dieser Transformation
nur das Vorzeichen von &=1/|1| umdreht. Dadurch wer-
den auch die p- und die /-Paritédtsoperationen miteinan-
der identisch, und wir erhalten

P(p;ﬂ- (."‘i qo; E! 501 l) = (_1)7_!" j’,"—LF (luv qo; 59 50’ l)'

(AB)
In einer nichtrelativistischen Niherung bekimen wir
einfach den bekannten Faktor (—1)Z.

Analoge Uberlegungen lassen sich bei den Losungen
mit negativer k-Quantenzahl durchfithren. Wir haben
hierzu nur in (A1) und (A 2) die Funktionen @iy
und @j", ;  miteinander zu vertauschen und die Vor-

zeichen der zweiten Glieder auf der rechten Seite um-
zukehren.

21 Zum Beispiel W.Macxus u. F. OBernerTINGER, Formeln
und Satze fiir die speziellen Funktionen der mathemati-
schen Physik, Springer-Verlag, Berlin 1948, S. 81 fi.



